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�1��� 2 ����11 ����� ���� � ���� � ��� 3� 41 � ���561 ��� (Ω, F, P) � ������ � �1 �� 7� 41 �� ��6� �1� ����4� 41 4 �� � �� � �6 ��8� �9RN �511 N :� �5��� ��� � �1� �� ������ �1��� 2 � �� �;� � �� 39R �5��� ��� � �1�3���� � �� �<� �� ������ �� ��5� �� ��� �5� �� ������ ������� �� �� � : � ��<� ��8 �� � �1� ����� � ����1�����8�� ������ =� �� �� � ���1��8 � ��56�� >��< � �
>� 7� �5�5� �� � ��<� ��8� �� �����8�� ������� ����� � ��� � ���1� �� ����� 56��� � ��5�1� � � �� �1����� 3����� �� ��� �651 ��<� ��8 ��� ���� ��� �<1� �?5� � �8 �� � ��5� � ��� ��1 �� �� ��8�� 3� ���� ����� ��1�� �� �1� ��� �� ��� � ��1�1 >�� �� �8�<� ��� >�5� ���� � �� ���� �� � ����6� 3��� �1��� �� �<�8�� ����1��1�� � ���
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7� ���� ������1� ����1 ��� �1�� �
MN OPQ RSTN TN UOVTWM SX MYZ R

[a, b] [\]X P[ ^ TTYNN ^ TQM[ ^[ UOTW]_OVX `aOZ ZOX
D{[a, b], R} 1.1 bcdeb

lim
s↓t

x(s) = x(t)9f�f 2
P OghX MN OPQ RPZNYN U OPOgh U OP[g O

lim
s↑t

x(s)9f�i 2
U OVTWMX U OTW]_OVX `aOZ U OTXP

C{[a, b], R} MTjh_ XN Oj XMOWg kl
t
XjO]_g XTW]_OVX mM[P XOOY UOTXP g TTn ZP mZ o ^TT]mQ TjT P[ PTPQXP SUT_ Op XMjhX k^ TTV OaqSTZ OZ ^ TTVOa U OTXP ^ TPOQT a, b

RT\MV XM]NQ k
[a, b] [\]X P[ ^TTYNN ^ TQM[ ^[klMU OT \YVON gnMN OZ

R
N PYNP o Pg]N mTPXUXY ^TQM[X PY q MnZ gnMNg

R
UZ `TPn_Y

U OjO]_ MVaN ROpQ XTW]_OV PQP TQ U OZMXP SUT_ RjZN rU O[ OMVr U OTXP U OPOQT
D

qg U OTW]_OV XMOZQPY UOMNP
1.2 bcsbkXTT_N Sg MU OTX PQP ZOX U OVTWM TZX

���� � �� �1 �� �1��� ��56� 39� �� ���� ��56�� ������� 2 � �1 ��56�� �5�
tmQ UMjhON OPZX ^TgnMNX jnZg Mg TZ PY

sup norm ^ONMVOaX UNMO_ 1.3 bcdeb
||x||∞ .

= sup{||x(t)|| : a ≤ t ≤ b}9f�u 2
klvOQ O

R
N OZ

R
o mTPXUX PY ^TQM[X gnMN P[ XNMO_ ZTX || · || MYZQ

7��� � �����8� 3������ �� �;� �� � �1 � �� || · ||∞ �1���� �� C{[a, b], RN} � �1�
����� ���8���� � ���� �� � w� �� �1 ��� : ������ •

||x − xi||∞ < ε:� >� xi ���� x, ε > 0 ���� >� {xi} ����1 w� =� �� ��<1� w� �� �1 ��� : �����8� •

f



�1 ��� 3�� �� ��5� ��� yi, i = 1, . . . �� : ��� •

lim
n,m→∞

||yn − ym||∞ = 0

:� >� y ���� ���� �1��� 3�����1 ��5� �� �� ���
lim

n→∞
||yn − y||∞ = 0.

������ �� �;� �� � �1 ���� || · ||∞ �1���� �� ��� �1�� � �� 7D{[a, b], RN} � �1� � � 9����� �� >� 2 � �1 �5 � �����6�� �� w�� � �1�� 3� ��1 :w� ���� {1{t≤α}, a ≤ α ≤ b} ���<���8� =� �� �� 3�����8� ����� �� � �1 ���� ����� ����� �� ���8�1 ���� w�� 2 � �;1�1 ��� �1 ��� ��1�1 ��� �����8� �� �� � �1 � ��� �5� �� �1 ��� � ��<���8��� �5�� �� �8; � �� ��� ���� 39�� � �1 �� � ������ � �5�1 ��
���� || · ||∞ �1���� ���� 39� ��8�� w�� �� b �� a �1 ��� 2 �8 �� ��� w1� ����; ��� �� � ��<� ��8� ���� �� ��� ���������� : �8�� 9����� w� �1� 2 � ���1 ������ xn(t) = 1{t>n} ���<���8� =� �� 9b = ∞ ���� 2 ��1� ��1���1��<1�� ���� ����1� �8;� �5� �1 � �� 9� �1�8��� �1��� � � 2 �8�� ���<� ��81 ��� ��<���8 �� �� � �1���� � ����;1
UNMO_ Sg ONg U Oa_QUXX UN TT]UN N

PQP ^Z Uniformly on Compacts: UOC
PY Sg ONg

xn → x
TQ MNZ_ 1.4 bcdeb^ONMVOaX

lim
n→∞

xn1{−N≤t≤N} = x1{−N≤t≤N}.

k^ ONMVOaX UNMO_g U Oa_QUX Pg]_ ROXYPQ ^ Oan POOM\_TZP XMjaX UZ PTgh_ ^Z RU OMnZ ^TPTNgtXZgX X]TM\Ng U Oa_QUX ZTX
UOC

UOa_QUX RXPO]Y XMOWg

du(x, y)
.
=

∞
∑

N=1

2−N ||x − y||N,∞

1 + ||x − y||N,∞

9f�� 2
MYZQ

||x − y||N,∞
.
= sup

−N≤t≤N
||x(t) − y(t)||9f�� 2

k
[−N, N ] [\]P UOPghON SX MYZQ UOTW]_OVX PY ^ ONMVOaX UNMO_ ZTX

�� ��� �� �8� � �� ����� ��� w�� � �1� ��� 5<1 >� 31 �5� �� � �� ����;1� ��56�� ��� 1 �� �� �� � �� ��� ��;1� �����1 w�� 3� �1�8��� �1���� �����1 ����� ���� ��5��� � �5� 2 � �1�8��� �1��� �8� � ���� ���� �� � �1�8��� � �� ����� ����� �� ����;1� � �� ���� : �� ��5� �� ���� ����;1�� ����� �� �9UOC ����8 �� ����; ���
k
J1

U]TM\N OZ
(Skorohod metric)

jOnOMO]a PY X]TM\NX UZM]_ D
gnMNX P[ MTjhXP SUT_Y UMnZ X]TM\N 1.5 bcsbU Og OM] X_TTXU SX OTMnZPY mQ RSXN UnZ PY SN pX MTW PY S\] U OOT[ [WgP SUT_ ^Z U Og OM] SX UOTW]_OV TUY Op X]TM\NgR^ ONMVOaX U]TM\NP XZOOYXg O RXNhOjP k^ ONMVOaX U]TM\Ng

||1{t≤α} − 1{t≤α+ε}||J1
= ε ||1{t≤α} − 1{t≤α+ε}||∞ = 1.9f�� 2

SX U O]TM\NX TUYg UOTOa_QUX TpZ R`TWM ZOX POghX MYZQ U Oa_QUX ^T]j Og ^Z ^POZ kTPTgMVa O ^PY ZOX
D

Op X]TM\N UnUklY ON TYP MU OT X\ OYV ZTXY o ^ ONMVOaX U]TM\Ng YON TYg ]VUa_ Op Xg TaN kU OPO]Y

2



@A� E�@�A @AB� DFJAD KL�

�<1� � �� � 3� ��6 � � ��� �<���� ���8�1 =� �� ��� ��1 �� � ���6� ��� �� ��;�81 �� ����� ����11 �� �<����� �� ���� � � ��� � �1 �� ����� �� �� � ����� � �� �1� �����1 ����� ��56� ��< ����
7 ��8 ��5� ��56�� ��8� 9�� ��;1 �� 2 �1��� ����� �� ����

Bε(x) = {y : d(x, y) < ε}.9f�� 2
� �� �� ���6� ��� �<��� ��<���� �� �1 �����  ��8 ��5� � � �<���� �<�� � �� ���� �� � ��8 ����� �<������;1 � �1� � ��;�81�� �� � ����� � ��56� ��� ��� w� �� �� ��8 �<��� �� ����1�
^TT] l∪αOα ⊇ S

MN OPQ o
S

UZ XaQNX {Oα} U OnOUV UOW Og] `aOZ PQ MOg[ ^Z UT\]VN O] UZM]_ S
XWOg] 1.6 bcdebk

S
UZ XaQN ZOX ^h MYZ Oα

PY TVOa `a OZ
ik

XMja UU SQO XW Og]g x
Mg TZ ^TT] RXW Og]g xi ^TMgZ PY lU TVOa STZ o XMja PQP ^Z UT\]VN O] UZM]_ TM\N gnMNg XWOg]U OT\]VN O]X TZ_U ^Z RXPO]Y XYTMjg OZ RT\]VN O] XPY MOhaX ^Z UT\]VN O]qXMV UZM]_ XWOg] k

limk→∞ xik
→ x

qY mQkXW Og]g MgTZ nMQXg O_TZ x
POghX mZ ^ TT]UN

9� ���� =� ��� 2 ��5�� �� ���� w���� ���� �{xi} ��5� �� � �� ���� � � ��� ���� �����;� �1��� �������� ���� ��� ���� ������1 ���� ��5� �� :�� � � ��5� �� ��� �� ���� >�1 �� �;�81 �� ��8 �<��� ����1
x :� � ��5�� �� �� ���6� �� w1�� 3��� � ���� �5� ������1 xi �� ���� w��1 �� �� � �����8�� � ����6� ��
xi1(k) ��5� �� �1��� w��� 3x :� �����1 ����� ��� ;�8� w�� ��� ���1 ����� xi :� ������ � � ���  ����3�� ���1 ��5� �� � � xi1(k) ��5�� ��� 3� ��;�81�� ��8� ��6� ���� �k ��� d(xi1(k), x) > ε :� >� ε ���� ������� ������ 3x :� �����1  ���� 3�����1 ��� ��5� �� ��� ������ w���� �xi2(k) :� ��1���

ZOX
C

qg XTW]_OV PY U OVTWMX aOPOjON
1.7 bcdeb

wx(δ)
.
= sup

a≤s<t≤b, t−s<δ
||x(t) − x(s)||.9f�� 2

^ TN TT]UN N rNZ l^ TTVOa a, b
o ^ ONMVOaX UNMO_ UnU UT\]VN O] XMV ZTX

C[a, b]
qg

S
XWOg] [Ascoli-Arzela] 1.8 ��	
t^ TZgX ^ TZ_UX T_Y

sup
x∈S

||x(0)|| < ∞, lim
δ↓0

sup
x∈S

wx(δ) = 0.9f�� 2

�� ��� �S :� � ��<� ��8� �� �� ������ �� �� 5� � �� � �� ���6 � �� ���� �� 5 �� 3� �1�� � �� w����� ������uniform continuity ���� ����
!"� &-!/ #� "+ �

������� � ��<� ��8� �� �1� �� �� ����� � ������ ��������� � 41� � �� ���� �6� �1 �� ��� �
n → ∞ MYZQ

x
POghP Ua_QUN {xn, n = 0, 1, . . .} l^ TTZM]Z ^TQTPXU PY OZ ZrN PY o XMjaX TQ MNZ_ 2.1 bcdeb

^Z l
w.p.1 = with probability 1

OZ
a.s. = almost surely

OZ o
1
U OMgUaXg k�

P{||xn − x|| → 0} = 19i�f 2

u



ε
PQP ^Z U OMgUaXg k�

P{||xn − x|| > ε} → 09i�i 2

^Z p ≥ 1
MOg[ Lp

[

Ω × R
N

] qg k�
[

∫ b

a

E ||xn(t) − x(t)||p dt

]1/p

→ 09i�u 2

f
XN OanO XVTWM XTW]_OV PQP ^Z XYPn U Oa_QUX k�

E[f(xn)] → E[f(x)]9i�� 2

U Oa_QUX UMjhXg O
1
U OMgUaXg UOa_QUX UMjhXg TpZ RlXNMO_ ^[ gnMN ZPO o TM\N gnMN ZOX ZrNX PY nOO\X ^Z 2.2 bcsbUMjhXP OPTZO RXNMO_ ^[ gnMNP ]M Sg ONQ UMjhON

Lp qg UOa_QUX kXN TZUNX X]TM\Ng XNMO_X UZ `TPnXP YT U OMgUaXgkU OVTWM PY hYONg ]M mMOW YT XYPn U Oa_QUX

SU T_ XN Oj XMOWg mZ kXN OanO XVTWM XTW]_OV TXN MOMg TpZ ZrN ^X xn, x ^Z RXYPn U Oa_QUX PY XMjhXg
2.3 bcsbkMOMg U OVTWM PY hY ONX RX]TM\N O_P YTY SOOTQ kO_MjhXY C, D ^TgnMNg lU OTW]_OV P[ o U OU OZ P[ UTYNN XTW]_OV MTjhXP

]OjgP jWTQ kP_OTW]_OV ^ TZMO] \YVON gnMN P[ UTYNN XTW]_OVP kPThMX Sg ONg ZTX UON Tan R^ TTYNN ^TQM[ XTW]_OVPY SOOTQkmYNXg XZM_ OpQ U Oa_QUXUjO]_ PQg hOPTVX UOTW]_OV PY U Oa_QUX UOTXP UMjhONX RU OhPVUXg UOa_QUXP XPO]Y XYPn UOa_QUX TpZ ZrN ^X xn, x ^Zq U OMgUaX gnMN OU OZ P[ ^ TMjhON ^_TZ ZrNX ^Z ^h XYPn U Oa_QUX MTjhXP SU T_ TQ gP ^TY_ kP OghX PY hOPTVX PY U OVTWMk^ ThOPTVP ]M XMOY]X X_OQU TXOp

7� ���� ���� w�� � ����
a_QUN ZOX TpZ UOMgUaXg a_QUN xn ^Z kU OMgUaXg a_QUN ZOX TpZ

Lp qg OZ � UOMgUaXg a_QUN xn ^Z 2.4 ��	
kU OMgUaXg
x
qP a_QUN xn

TpZ TZM]Z O_TZ x
q O

x
qP YPn a_QUN xn ^Z kYPnk

x
qP YPn a_QUN yn

TpZ aVZP U OMgUaXg a_QUN xn − yn
qO

x
qP YPn a_QUN xn ^Z

^Z ]MO ^Z UOXp SX
P, Q

UOMgUaX U OjTN TUY
2.5 ��	


∫

f dP =

∫

f dQ9i�� 2
PQP TQ ZOX PO]Y TZ_U TpZ

X, Y
l�\YVON gnMNg PPOQ o ZrN PY hOPTVX U OTW]_OV SX

P, Q ^Z k
f
XN OanO XVTWM XTW]_OV PQPPr_Q f

E f(X) = E f(Y ).9i�� 2

α
PQP

E ejαX = E ejαY MN OPQ RXN OjN \__OVa]Z SXY U OTW]_OV ]M ] OjgP ]TVaN ^TTYNN ZrN MOg[ TQ MQpT_ 2.6 bcsbXPO[Vg `TPnXP mM\W_ αX
UZ MYZQ MUOT ^ TTPPQ ^TgnMNg UN TT] XN Oj XZWOU kU OXp U OT_TTVZX U OTW]_OVX MN OPQqqTYNNk

X
P[ TMZ_TP POTW]_OV PY

4



�tightness � �� ��� � �� ���� �� ����� � ��;�81 ��� ����1 6� �1 �� ��;�81��� ��� � � � �� ����� �� �����
U OjTN `aOZ k

P (K) > 1 − ε
qY mQ

K
UT\]VN O] XWOg] UN TT] ε

PQP ^Z tight
UZM]_ P

U OMgUaX UjTN
2.7 bcdebk

α
PQP

Pα(K) > 1 − ε
qY mQ

K
UT\]VN O] XWOg] UN TT] ε

PQP ^Z l
uniformly tight

OZ o
tight

ZM]_ {Pα} UOMgUaX

k
tight

ZTX U OMgUaX UjTN PQ RTPTgMVaO ^PY TM\N gnMNg
2.8 ��	


������8� ���� D >� 3�����8� � ��� � �� C �� �����
���� w� �1� 3� ��;�81�� ��8 �� 6�� ��� tightness :� �����

Sg ONg Ua_QUNX XMja UU YT XMjTa PQP MN OPQ kXYPn U Oa_QUXP anTg UT\]VN O] XMV ZTX
tight

ZTXY XWOg] 2.9 ��	
kXYPn U Oa_QUX PY

^TZ_UX UZ U ON TT]NX lr^ T\aT_TNM\j ^ TTZM]Z ^ TQTPXUr o U OTW]_OV xn
OTXT

2.10 b
e�d
xn(t) = 0, t ≤ 0 or t > 1/n

R
xn(t) ≥ 0

R ∫ ∞

−∞

xn(s) ds = 1.9i�� 2

���� ��5�� w�� ��� � �� ���� w�� ���� 3�8� ��� ��� � ��� ��<���8� �� ����1 �511 :�� 6���8 �� ���� �� ���� w��� ���511 �� � �6���8 �� � �� ���� w�� ���� w� �� ���� �C �� ����;1� �8�� ��<� ��8� �����17��� 
Sg ONg

xn → x
TpZ

tight
ZOX {xn} `aOZX `aO_g ^ZO x

PY OPZP ^Ta_QUN {xn} PY ^TTjNN gMX ^ThOPTVX ^Z 2.11 ��	
kXYPn U Oa_QUX PY

� �� ���� w�� �� �� ���� : � �8�<�� � ���5�1 w��� : ���� ��8���� ���1 tight ���� �15��� �16�5�1 ������������ � �� ���� ����6 ���� ���511 ��� ��6���8�
mTPXU MTjh_ kσ2 a_ZTMOO aVZ UPnOU ^[ arUg ZrN

ξn
OTXT

2.12 b
e�d
xn(t) =

1

σ
√

n

[

(ξ1 + . . . + ξbntc) + (nt − bntc)ξbntc+1

]

.9i�� 2
gMX ^ThOPVX PQY U OZMP P] ^TMO\]OOP TpQMNX POghX \VYNN kl^ TPNMO_NX o ^ TT]PnX ^TN OQaX PY UTMZ_TP XTWPOVM\_TZ TXOpU[ O_UP XYPn UOa_QUX ]Ta_ SQPO tight

ZTX XMjTaX TQ U OZMXP SU T_ kU T\Mj_\a SOZMg U[O_U PY hOPTVP ^Ta_QUN ^TTjNN
Functional Central Limit Theorem - FCLT

ZM]_ Xp \VYN kSOZMg

k
h(x)

qP XYPn U Oa_QUX a_QUN h(xn)
TpZ XVTWM XTW]_OV ZTX

h
qO XYPn UOa_QUX PY Sg ONg

xn → x ^Z 2.13 ��	


!".)"! .� !"� &-!/ �

��� ��� � �� ��� ��� ��1��� ���� ��� �� ���� w��� : �� ��� �� � �� ���� ����6 ���� f � ������� � �� �������<�1 ��<� ��8 � �� �����8� �16�5 �� �� �� w� ����� � ����� �� 1� � ��<� ��8� � ��1 �� ���
E

[
∫ ∞

0

e−λth(xn(t)) dt

]

.9u �f 2
��� ��� � �� ���� �� �;�1� ����� ��� 6�<�

�



k
x
qP l� U OMgUaXg OZ UOMgUaXg OZ o XYPn U Oa_QUX ^Ta_QUN xn

ZrNXY nT__ 3.1 ��	
k
E xn → E x

TpZ
E y < ∞ SQ O |xn| ≤ y

qY mQ
y ≥ 0

ZrN ^TT] ^Z [Dominated Convergence]
k�k` Oa_TZ UOTXP POQT P OghX MYZQ

E xn → E x
TpZ ^TTg OTn ZrN PY XPO[ XMjTa ZTX

xn ^Z [Monotone converngence]
k�

����1 xn �� w�� ��1 �� � �8�<� ��� h ���� ( 3.1) >�5 ��56�1 ���� ������ ���<� ��8�  ��� ��1� >��8�<� ��<� ��8 � ���1 ��6; ����� w���� 3� ��6� �� ��6; ���� �� ����1 ��6; ���� ��� x :� ��� � �� �������<� � �� ��6; ���� 3��� �<���8��� �<�� >��5 5��6; ����� w���� �h(x(t)) �� 9� ���11 ����� �� 2 �1 �� ��;�� �� � �� ����� ;8�11 w��� 3n �� >�1 ���� 3��� �5� �
E

[
∫ ∞

0

e−λth(xn(t)) dt

]

→ E

[
∫ ∞

0

e−λth(x(t)) dt

]

.9u �i 2

^Z uniformly integrable
XjTnZ XjTNg TPTgMh\_TZ ZM]_ {xn} `aOZX

3.2 bcdeb
lim

α→∞
sup

n

∫

{|xn|≥α}

|xn|d P = 09u �u 2

�� �� �� ���51 ���<� �� �; �1 �1 �� ���5� �5� �� �� ����� � �5�� w� ��
qY mQ

f
XTW]_OV UN TT] ^Z 3.3 ��	


lim
|x|→∞

f(x)

x
= 0 sup

α
f(xα) < ∞9u �� 2

kXjTnZ XjTNg TPTgMh\_TZ ZOX {xα} `aOZX TpZ

uniformly
ZOX {xn} `aOZXO

x
qP l� U OMgUaXg OZ UOMgUaXg OZ o XYPn U Oa_QUX ^Ta_QUN xn

ZrNX ^Z 3.4 ��	
k
E xn → E x

TpZ
integrable

U OTPTgMh\_TZX PPhg o TpZ
xn = yp

n ^Z RSOMnZX \VYNX TZ_U UnU TQ R
2.4 \VYN UZ ^TPYN SOMnZX \VYNX 3.5 bcsbk

Lp qg
yn → y

lXjTnZ XjTNg

���� ;8�1� ���� �� 6��1 ��� ���� �8;� �5� �w1 �� ��< �� 9������� ��5�� �� 2 >����� � ����  �� � �� ����� ���� � ������ �� ��1���1� D :� � ������� =� �� �� Dt :� w1��
Dt

.
= {φ ∈ D[a, b] : φ(a) = a, φ(b) = b, φ non decreasing}9u �� 2

�x ⇒ x 7� �8� � �5� �� ��� � �� ���� w1�� �(x◦φ)(t) = x(φ(t)) 7� ��<���8� ��� �� ������ �� x◦φ :� w1��

MN OPQ ROXYPQ POghP XYPn U Oa_QUX ^Ta_QUN UOhOpXY mQ ^TQTPXU PY UOMja TUY
xn ∈ D

q O
φn ∈ Dt

OTXT
3.6 ��	


(xn, φn) ⇒ (x, φ).9u �� 2
MN OPQ RU OVTWM ^hjN U OTW]_OV TP[g ^X U OPOghX � U OMgUaXg TQ ^TT]UN ^Z
P(x ∈ C) = P(φ ∈ C) = 19u �� 2

tU OPOghX PY XgQMXP YPn Ua_QUN XgQMXX TpZ
xn ◦ φn ⇒ x ◦ φ.9u �� 2

�
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